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Резюме 
Найдены алгебраические условия, которые обеспечивают существование и 

единственность регулярного решения во всем пространстве 
2R . Эти условия выражены 

в терминах коэффициентов данного операторно-дифференциального уравнения. 

Получены оценки норм операторов промежуточных производных в пространствах типа 

Соболева. Эти оценки связываются условиями разрешимости уравнений. В статье 

доказано, что оператор 0P  непрерывен и осуществляет изоморфизм между 

пространствами  HRW n ;2
2

 и  HRL ;2
2 . 

Ключевые слова: операторно-дифференциальное уравнение, гильбертово пространство, 

множество, вектор-функция, изоморф, нормa, самосопряженный оператор, 

промежуточные производные, регулярное решение 

 

Пусть Н – сепарабельное  гильбертово пространство, A – положительно определений  

самосопряженный  оператор  в  Н, а    

     ,,,:,2 RRyRxyxRR . 

Обозначим через  HRL ;2

2  гильбертово пространство вектор-функций, определенные в 
2R  почти всюду, со значениями из H,  для которых [1]. 
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Предположим, что  HRDn ;2  – множество бесконечно дифференцируемых вектор-

функций  yxu ,  определенные в 2R , со значениями из  nADH   с компактными носителями 

в 2R . В этом линейном множестве определим норму 
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Линейное множество  HRDn ;2  относительно этой нормы является предгильбертовым 

пространством, пополнение которого обозначим через  HRDn ;2  [1]. 

B пространстве H рассмотрим операторно-дифференциальное уравнение mn 2 -го 

порядка 
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,       2, Ryx  ,           (1)  

где А – положительно определенный самосопряженный оператор, а jkA ,  – линейные 

операторы в Н. 

Определение. Если при любой    HRLyxf ;, 2

2  существует вектор-функция 

   ,,, 2
2 HRWyxu n  которая удовлетворяет уравнению (1) почти всюду в 2R  и неравенству 

  HRW nu
;2

2

сonst  HRL
f

;2
2

, 

то  yxu ,  будем называть регулярным решением уравнения (1), а уравнение (1) регулярно 

разрешимым уравнением. 

В данной статье мы находим условия на коэффициенты операторно-дифференциального 

уравнения (1), которые обеспечивают регулярную разрешимость данного уравнения. 

Для обыкновенных операторно-дифференциальных уравнений второго порядка 

аналогичная задача рассмотрена в [2], а для операторно-дифференциальных уравнений 

второго порядка в частных производных в [3]. 

Введем следующие обозначения: 

uA
y

u

x

u
uP n

n

n

n

n










0

,          HRWyxu n ,, 2
2  












n

njk
jk

jk

jk

kj
yx

u
AuP

0.

1
 ,             HRWyxu n ,, 2

2  

uPuPPu 10   ,             HRWyxu n ,, 2
2  

Сперва, докажем. 

Лемма 1. Оператор 0P  изоморфно отображает пространство  HRW n ,2
2  на  HRL ;2

2 . 

Доказательство: Пусть    HRLyxf ;, 2

2 , а   ,


f  ее преобразование Фурье. Тогда 

вектор-функция 
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    (2) 

удовлетворяет уравнению (1) почти всюду [5]. Покажем, что она является и регулярным 

решением, т.е.    HRWyxu n ,, 2
2 . Из теоремы Планшереля вытекает: достаточно 

показать, что   ,


uAn ,   ,


un ,   ,


un  и      HRWuA njkjkn ;, 2
2


   

 1 njk . 

Так как 
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то мы оценим норму   1
 nnnn AEEA   при   2, R . Из спектрального разложения А 

следует, что 
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Таким образом, из (3) следует, что   ,


uAn  HRL ;2

2 . 

Аналогично доказывается, что   ,


un ,  


 ,un  HRL ;2

2 . 

Очевидно, что 
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Так как  

   
 

   

  
 

    
,

)2(

sup

2

2

11

kjnjknnkj

jknn

AA

n

jk

n

jkn

nnnjkjkn

A

nnnjkjkn
















 


 

то из (4) следует, что      HRLuA jkjkn ;, 2
2


  , следовательно,  yxu ,  является 

регулярным решением уравнения (1). 

Так как 00 uP имеет только нулевое решение и  
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то утверждение леммы следует из теоремы Банаха об обратном операторе [6]. 

Лемма 2. Пусть А – положительно определенный самосопряженный оператор, а 

операторы i jkA ,   2,1,0,2  lljk  и  
jkA ,
  2,1,12  lljk  – симметрические 

операторы в Н, причем     jkn
jk ADAD ,

. Тогда   );(;: 2
2

2
21 HRLHRWP n   

ограниченный оператор [7]. 

Доказательство: Так как операторы jkiA ,   ljk 2  и jkA ,   12  ljk

симметричные операторы, то они являются замыкаемыми операторами. Тогда из теоремы о 

замкнутом графике следует, что при   jknAD   имеет место неравенство 

  jkn
jk AconstA ,

 [4]. Следовательно,  
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Лемма доказана. 

Теорема. Пусть выполняются условия леммы 2. Тогда при   2, R  имеет место оценка [8] 
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Доказательство: Пусть  nAD ,    2, R , тогда из симметричности операторов 

jkiA ,    2,1,0,2  lljk  и  jkA ,   2,1,12  lljk  следует, что    ,,1 iiP  – 

чисто мнимое число. Поэтому 
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Из (7) следует, что  
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Следовательно 

  1,1   iiPAn
. 

Из неравенств (6) и (7) следует верность неравенства (5). 

Теорема доказана. 
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Yüksək tərtibli xüsusı törəməli operator-diferensial tənliklərdə operator normasının 
qiymətləndirilməsi haqqında 

 
Xülasə 

Məqalədə bütün 𝑅2 fəzasında requlyar həllin varlığı və yeganəliyi haqqında cəbri şərtlər tapılmışdır. 
Bu şərtlər verilmiş operator-diferensial tənliyin əmsalları ilə ifadə olunur. Eyni zamanda Sobolev tipli 
fəzalarda aralıq törəmələrin operatorlarının normaları üçün qiymətləndirmələr alınmışdır. Bu 
qiymətləndirmələr tənliklərin həll olunabilmə şərtləri ilə əlaqələndirilir. Elmi məqalədə 𝑃0 operatorun məhdud 
və  HRW ;24

2
 fəzasından  HRL ;2

2
 fəzasına izomorf inikas olduğu isbat edilmişdir. 

Açar sözlər: operator-diferensial tənlik, Hilbert fəzası, çoxluq, vektor-funksiya, izomorf, norma, öz-
özünə qoşma operator, aralıq törəmə, requlyar həll. 
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On some estimates of the norms of operators of operator-differential equations in private high-order 
derivatives 

 
Abstract 

Algebraic conditions are found that ensure the existence and uniqueness of a regular solution in the 

entire space 
2R . These conditions are expressed in terms of the coefficients of the given operator-differential 

equation. Estimates are obtained for the norms of operators of intermediate derivatives in spaces of Sobolev 
type. These estimates are linked by the conditions for the solvability of the equations. In the article, it is proved 

that the operator 0P is continuous and 
 
 realizes an isomorphism between spaces  HRW n ;2

2  and  HRL ;2
2  

Keywords: operator-differential equation, Hilbert space, set, vector function, isomorph, norms, self-
adjoint operator, intermediate derivatives, regular solution. 


